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On the Variation of Luminescence Lifetimes by a Dielectric Interface
The Polarization Method Approximation

A theory of the luminescence lifetime of a radiation-damped classical electrical point dipole near
a plane interface to a medium with different optical constants is given. The influence of the inter-
face on the lifetime of the dipole is calculated in first approximation with the methods of molecular

optics.

Theoretical and experimental results for a purely dielectric interface are compared.

1. Einleitung

Lumineszenz-Lebensdauern konnen verkiirzt und
verlangert werden, indem man einen ,Spiegel®
(eine Grenzfliche zu einem Medium mit anderen
optischen Konstanten) in die Ndhe des lumineszie-
renden Molekiils bringt. Dieses Phianomen der ,,Va-
riation von Lumineszenz-Lebensdauern durch Spie-
gel“ wurde — soweit mir bekannt ist, zuerst — in!
erwahnt (nach personlichen Mitteilungen 2 wurden
in dem Vortrag zu! experimentelle und theoretische
Ergebnisse zu diesem Problem vorgetragen); in %3
sind erstmals experimentelle Ergebnisse veroffent-
licht. Zur theoretischen Beschreibung des Effektes
sind in? %76 drei verschiedene Naherungs-Metho-
den, in 7 und ® eine exakte Methode angegeben.

In © ist skizziert, wie die Variation der Lebens-
dauern nach den Verfahren der molekularen Optik
berechnet werden kann, und es sind die Ergebnisse
dieser Methode angefiihrt. Eine detaillierte Darstel-
lung soll in der vorliegenden Arbeit erfolgen.

2. Modell

Zwei homogene, isotrope Halbraume H1 und H2
mit verschiedenen optischen Konstanten seien durch
eine Ebene getrennt. Im Abstand d von der Grenz-
fliche befinde sich in H1 ein strahlungsgedampfter,
punktformiger, klassischer elektrischer Dipol-Oszil-
lator (vgl. Abbildung 1). Bei Veranderung des Ab-
standes d andert sich die Lebensdauer 7 des Dipols.
Gesucht ist 1 =7(d).

Die Abweichungen dieses einfachen Modells vom
experimentellen Aufbau? 7 und ihre Einfliisse auf
die theoretischen Ergebnisse werden in 7 diskutiert.
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J z=3/k ’
v

Abb. 1. Der elektrische Dipol M iiber einem polarisierbaren

Halbraum H2. — Der Dipol liegt im Ursprung des cartesi-

schen Koordinaten-Systems (z, y, z) und des Polarkoordina-

ten-Systems (r, 6, D). Die y-Achse zeigt nach vorne, @ ist der
Azimutalwinkel in (r, @, ®).

3. Theoretische Vorbemerkungen

Das elektrische Feld eines elektrischen Dipols mit
dem periodischen * Moment

M=M,e it (3.1)
Sonderdruckanforderungen an Dr. K. H. Tews, Abteilung
fiir Biomathematik des Klinikums der Universitat, D-6000
Frankfurt (Main) 70, Theodor-Stern-Kai 7.

* M ist wegen der Strahlungsdimpfung nicht streng peri-
odisch, M, nicht streng konstant, vielmehr klingt M,=
o exp{—3t/t} exponentiell ab, vgl. (3.3), s. auch 8,
(6.4). Wir beschriinken uns hier auf 2 7 > 1/w, wo (3.2)
noch gilt, allerdings mit zeitlich veranderlichem M,. In
den experimentell untersuchten Fillen war 72 0.7 ms
und w23-10%/s, also 2wToe4-1012))) 1 (vel. 8, Al),
und fiir die Herleitung von (3.2) kann M, mit sehr grofler
Genauigkeit als konstant angesehen werden.
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ist im Dielektrikum mit der Dielektrizitatskonstan-
ten € ¢y =n?¢, (n ist der Brechungsindex)
eitkr - wt)
Ei= daeeyr
+10(rM,) (3-3ikr—k2r)), (3.2)
vgl. etwa 9, S. 482, Gl. (24). Dabei ist k=2 7/ = w/c
der Betrag des Wellenvektors und r (mit r=|7/,
1’ =1r/r) der Vektor vom Dipol zum Aufpunkt.
Durch die Grenzfliche in Abb.1 wird das Feld
(3.2) des Dipols sowohl in H1 wie in H2 modifi-
ziert. Das modifizierte Feld in H1 laft sich schrei-
ben8 als Summe aus E gemidfl (3.2) und einem
,reflektierten Feld E’. Das reflektierte Feld am
Dipolort sei E,". In 8 wird ausfiihrlich hergeleitet,
wie E," die Lebensdauer 7 des Dipols beeinflufit:

To 3 daeeg, E/-M

w et g ImTpe
Dabei ist die Lebensdauer 7 des geddmpften Dipols
definiert als die Zeit, in der seine Energie auf 1/e
abklingt. 7 hidngt vom Abstand d des Dipols zur
Grenzfliche ab; 1, =71(d) ist die Lebensdauer des
Dipols in Abb. 1, 7, =1(d—~) die des Dipols
bei fehlender Grenzfliche.
Die ,,Quantenausbeute® ¢ des Dipols ist definiert als
das Verhiltnis der insgesamt durch Strahlung ab-
gegebenen Energie zur Gesamtenergie des Dipols 8.
Auch ¢ hingt von d ab8, ¢ = qg(d— ) ist die
Quantenausbeute des Dipols bei fehlender Grenz-
fliche. I m(z) bedeutet den Imaginirteil der kom-
plexen Grofe z.

Fithrt man noch zur Abkiirzung die dimensions
lose GrofB3e F ein 8,

3'{M0(k2r2+ik"—1)

(3.3)

_Admeg E,/-M, B ’
F= 13 M, M, e ° (3.4)
so geht (3.3) tiber in
T Jta=1+3qg.Im(F). (3.5)

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Berechnung von
F und damit von 7../t; mit einer sehr durchsichtigen
Néherungs-Methode nach den Verfahren der mole-
kularen Optik.

4. Uberblick

Ist der Halbraum H2 von Abb. 1 polarisierbar,
so wird in jedem Volumenelement dz von H2 durch
das Feld E nach (3.2) der zeitlich verinderliche
Dipol

dM' =a-E-dr (4.1)
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induziert, wobei a die (im allgemeinen komplexe)
spezifische Polarisierbarkeit in H2 ist. Jeder dieser
induzierten Dipole erzeugt wieder ein elektrisches
Feld dE” gemiB (3.2), insbesondere am Ort des
urspriinglichen Dipols das Feld dE,". Summiert
man die Beitrdge aller Volumenelemente von H2
(Integration von dE, " iiber H2), so erhilt man das
reflektierte Feld E,” am Dipolort, und mit (3.3) er-
gibt sich sofort die Variation der Lebensdauer in
der Ndherung dieser ,,Polarisations-Methode®.

Man erkennt leicht, weshalb die Polarisations-
Methode nur eine Niaherung ist: Das Volumen-
element dr von H2 ,,sieht* nicht nur das Feld E des
urspriinglichen Dipols, sondern auch die Felder der
induzierten Dipole seiner Umgebung. AuBlerdem
wird eine Linearitit zwischen dM" und E nur fiir
kleine Felder gelten.

Man konnte nun versuchen, in einem Iterations-
verfahren (dessen 1. bzw. 0. Ndherung dann die
Polarisations-Methode ist) das Erregerfeld in dr
sukzessiv zu verbessern. Ein solches Verfahren fiihrt
aber schon im ersten Schritt zu erheblichen Schwie-
rigkeiten.

Man koénnte auch versuchen, eine exakte Losung
zu finden. Das exakte elektrische Feld in H2 sei
E, . Summiert man alle Felder der von E, in H2
induzierten Dipole und addiert das urspriingliche
Feld E, so mub} sich in H2 wieder E, ergeben. Man
erhilt so fiur E, eine Integralgleichung, auf die wir
hier jedoch nicht weiter eingehen wollen, da nach®
in der ,Telegraphie-Methode“ eine einfachere ex-
akte Methode zur Variation der Lebensdauer sowie
zur Bestimmung von E, dargestellt wird.

Die Polarisations-Methode hat gegeniiber den bei-
den anderen Naherungs-Methoden von 4 und % den
Vorteil, klar die Vernachldssigungen zu zeigen und
Wege zu ihrer Verbesserung nahezulegen. Aufer-
dem erkennt man sofort ihre Grenzen: Sie wird eine
um so bessere Naherung sein, je weniger sich E,
von E unterscheidet, je kleiner also der Betrag der
Polarisierbarkeit @ ist. In der Tat stellt sich die Po-
larisations-Methode als erste Naherung fir kleine
la| heraus 1%, Sie wird also fiir Metallspiegel keine
gute Niherung sein.

5. Allgemeine Losung
Mit der Abkiirzung

o=kr (5.1)



714 K. H. Tews -

ist das elektrische Feld (3.2) des Dipols (3.1) der
Abb. 1

k13 ilo-wt) . S 2 2
E:4-.7€1F0()3 gfem My (0 +ig—1)
+1r°(r'My) - (3—3i0—0%)}. (5.2)
Der gemil (4.1) in H2 induzierte Dipol dM’ er-
zeugt das Feld
e k13
dre ey o
+r(r"-dM’) (3 —-3i0 —0?)}. (5.3)
Dabei ist o'/k; der Abstand, 1" die Richtung von
dt zum Aufpunkt. Am Ort des urspriinglichen Dipols
ist o'=0 und " = — 7%, Mit (5.2) folgt

dE" ~ 5 e (M (g2 1ig 1)

2
dEO/ — d (7_77777) ,ei’/i’g—(vlf) " {M0(92 + 7 0— 1)‘-’

LMY (3-6i0—-02—2i0%—0Y)). (5.4)

dE, ist der Beitrag von dr zum reflektierten Feld.
Das vollstandige reflektierte Feld erhilt man durch
Addition aller Beitrdge, also durch Integration tiber

H2. Nach (3.4) wird

3
F=fdr~a'77k1

6
dme g0

.efig.{(()2+l'0 _1)2

e p(8—Bip— ¥ —2ipg*—g") } - (5.5)
Dabei ist 1 der Winkel zwischen 1° und M,
cosy = (r"-My) /M, . (5.6)

Aus (3.5) erhilt man mit (5.5) die Variation der
Lebensdauer nach der Polarisations-Methode. Das
Integral von (5.5) wird in 6. analytisch berechnet.

6. Analytische Integration
Nach 2. sollen die Halbraume H1 und H2 homo-

gen und isotrop sein. Dann kann die spezifische
Polarisierbarkeit a vor das Integral in (5.5) ge-
zogen werden und man erhalt

a

Fegnah (6.1)
mit
k3 L ooy
h:f;*fdrgﬁ efe{(®+io—1)2
+cos?yp(3—6i0—02 —2i0>—poY)}, (6.2)

wobei sich die Integration tiber H2 erstreckt. Man
wihlt zweckmilligerweise eins der in Abb. 1 ange-
deuteten Koordinatensysteme.
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Zunidchst nutzt man die Symmetrie von H2 um
die z-Achse aus und integriert iiber den Azimutal-
winkel @ des Polarkoordinatensystems (r, @, @),
wobei sich der Term mit cos?vy vereinfacht. Dann
ist noch tiber eine Viertelebene E4, etwa rechts un-
ten in Abb. 1, zu integrieren. Wegen der Form des
Integranden von (6.2) erscheinen (r, @) und (z, z)
als Integrationsvariable sinnvoll. Bei der Integration
tiber die Polarwinkel treten jedoch nicht-konver-
gente Integrale auf (z. B. haben die Volumen-
elemente mit konstantem r alle die gleiche Phase!),
deren Konvergenz nicht ohne Kiinstlichkeit erzwun-
gen werden kann. Wir fithren daher im folgenden
die Integration uber die cartesischen Koordinaten
(x,z) aus, wobei wir in den Funktionen ¢({) (vgl.
(6.7) ff.) noch interessante Zwischenergebnisse er-
halten [vgl. (6.23)].

Nach Abb. 1 st

cos? 1 = sin® 1 sin? O cos® D + cos? ¥ cos® O
+ 2 sin ¥ cos ¥ sin Ocos O cos D . (6.3)
Damit wird
kls 9 < i
~fdt{A(0) +cos?ywB(0)} =k [dz[de=x
T He a0

: {QA(Q) + (f sin? & + 2 T oos? 19) B(Q)}. (6.4)

Beriicksichtigt man 22/r2=1—22/r> sowie xdx
=rdr fur z=const und fithrt nach Abb. 1 die di-

mensionslosen Grofien

o=kr, =kz, S=kd (6.5)
ein, so geht (6.2) mit (6.4) tber in
h=h(d) =[dlg(D), (6.6)
5

- -
S s

g(2) = go(2) +9:(L) ~sin?? + g () -cos® ¥,

(6.7)
. do .. o .
go(;)z2g e el (0 +i0-1)2, (6.8)
s | de o &
als) :S o (1 0‘3)
C(3-6io—0*-2ic* g%, (6.9)
- do o, &*
g('(‘) :28 705 e-= 02
c(83—6i0—0>—-2i0®—0%). (6.10)
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1,(9) ix/2—{Ci(20) +i-Si(2d)} Tab. 1. Zusammenstellung der
(1 wichtigsten Integrale I .
1,(9) 2i1,(5) +e2id {5}
1,(9) 21,(0) +e2id {g + ?7}
Lo =— 4o ren T2+ o+ o
I5(9) — 1,(9) +e°—’15{ 3(; ~+ ?%5 4 117}
LO= tine ven 2 ﬁ T BT e
59 35 1@ e {? 5 45 2 45i53 B 30164 * 15i55 W 6’166’}

Mit Hilfe der Funktion 7, aus Tab.1 erhalt man
nach kleiner Zwischenrechnung

= s | A i 2
go(8) = 21,(%) + ™ {2:4 - ;’—E’_’:’é’} (6.11)
- Maed 1t 3 i
fulsl = ~ules {4:4 2:3+4:2+2:}
(6.12)
z sis | 1 21 1
gc(s) = g {7,;*—?{"*‘ 92 - f_} (6.13)

Setzen wir noch

9- () = g0(5) +:(2)

' 3 31 5 i
= L. (£ 2 R s R S L
1(8) +e {4:4 23 4:2+2:},

g1 () =g0(0) +9.(9)
SR, () e {

25T B a2

(6.15)

so wird
g(£) =g-(2) -sin? ¥ + g1 ({) cos?P.  (6.16)
Die Funktionen A(d) konnen nach (6.6) aus

(6.14) ff. mit Tab.1 und (A.10) ebenfalls leicht

berechnet werden:
h (8)=[dlg-(0)
s

g1 g 1 . 2
_ 28] _— e o IR il e
==aly(0] +2 {453 56 46 T 2

(6.17)

h?(é)zfdé'm (%)

' ) 1
=—201,(5) +e* {—14-—f§2 +_7+i}

203 26
(6.18)
R(8) =h—(8)-sin2d +hy (8) cos??. (6.19)

Mit (6.1) und (3.5) erhilt man fir die Lebens-

dauer

T 3 a

‘[—71:_1 2 qllm(ﬁlelt‘o h_. (6)) (620)
T 3

F=l+y qxlm<4€1 . ki (6)) (6.21)

Fiir die Lebensdauer 7, einer ,isotropen Vertei-
lung® erhalt man 8
2x 1

1 1 21 1 1

e T R R
1

(6.22)

Die Funktionen g({) stellen offenbar den Beitrag
einer diinnen Schicht von H2 dar: Befindet sich im
Abstand £ vom Dipol in einem sonst homogenen
Raum H1 eine diinne Schicht der Dicke d mit der
spezifischen Polarisierbarkeit @, so verdndert sich
die Lebensdauer des Dipols gemal}

()d)

T,

- 3
=l s qNIm( (6.23)

48160

7. Zur Polarisierbarkeit

Die spezifische Polarisierbarkeit a 1afit sich an
sich aus der Polarisations-Methode (scheinbar kon-
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sistent) bestimmen, etwa indem man den ganzen
Raum als einheitlich polarisierbar betrachtet und die
Verénderung von 7 analog zu 5. [die Integration in
(5.5) erstreckt sich dann iiber den ganzen Raum]
mit der Verdnderung von =7, durch direkte Be-
rechnung bei Verdnderung von ¢ vergleicht. Man
erhdlt recht komplizierte Ausdriicke fir «. Wir
gehen auf diese angedeutete Moglichkeit nicht weiter
ein, weil wegen des Niherungs-Charakters der Pola-
risations-Methode die Konsistenz nur vorgetduscht
wird. In der hier gegebenen Darstellung wird «
durch die Polarisations-Methode nicht bestimmt,
sondern bleibt ein Parameter.

Es liegt nahe, etwa nach ?, S. 348, Gl. (68)

Zur Variation von Lumineszenz-Lebensdauern

wird im Fall der dielektrischen Messungen die Pola-
risierbarkeit von Tripalmitin als Grundmedium be-
rechnet und unterhalb der Grenzflache (vgl. Abb. 1)

subtrahiert.

Die in 8 dargestellte exakte ,, Telegraphie-Methode*
liefert die Ergebnisse der hier betrachteten Polari-
sations-Methode als 1. Ndherung bei der Entwick-
lung nach & fir

€] <€1 mit f=n2—1=¢-1 (7.4)
und ergibt dabei gleichzeitig die Polarisierbarkeit
a=g }’05:50(82—&"1) 5 (75)

Fiir dielektrische Halbrdume bewirkt eine Verdnde-
rung von a gemal (6.20)ﬁ. nur eine Verdnderung

a=3¢¢(e=1)/(c+2) (7.1)  der Amplitude von (7./t;—1). Kritischer ist die
ik Wahl von « fiir absorbierende ,,nplegel“: Hier ist a
o, o - komplex und nach (6.20)ff. werden Real- und Ima-

e=n*, n=ny/n, (7.2)

zu wihlen. Fiir die Messungen ¢ an der dielektrischen
Grenzflache bedeutet (7.1) die Polarisierbarkeit des
Vakuums gegeniiber Tripalmitin als Grundmedium.

Bei der Wahl von a in 6, Gl. (7),

gindrteil von A (0) gemischt.

8. Vergleich mit dem Experiment

_3 ny® —ngi 36 1—e& 73 Fir rein dielektrische Halbraume (a reell) lassen

E=4% 2n,2+n2 " fo 1+2¢° (7.8) sich (6.20) ff. noch vereinfachen:

T 3a sin2 90 cos 20 sin2 0 ( 7)}
= = — — — . 0 , N
T e 16 ¢, ¢, q\{ 203 02 20 hene 2042 0481 2 8.1)
T 3u sin2 0 c0s20 sin2 0 ,‘r‘}

o ‘ s 3420 , 2
1(} 1+ 8{1‘00 (1\{ 2 93 52 + 25 +cos204+2 < 2) . (8.2)
T « sin2 0 c0s20 ( 7 )]

2 = , — s2 20 : 8.3)
T dee q‘{ 259 52 o - 2| :

Setzt man =20 und wihlt « gemiB (7.3), so

erhilt man die Beziehungen (2)ff. von S.

In Abb. 2 sind die
TR = 14/, der Polarisations-Methode als Funktion
von DELTA= 0=k d=2=an,d/} gemil (8.1)ff.
sowie die experimentellen Ergebnisse dargestellt. In
6 aus (7.3)
gewdhlt mit n;=1.52 und n,=1. Die Quanten-
Die MeBpunkte

unterscheiden sich durch einige eigene Zusatz-Mes-

theoretischen Ergebnisse

den theoretischen Kurven wurde a wie in

ausbeute wurde ¢, =1 gesetzt.
sungen von den in ¢ dargestellten. Die experimentel-
len Ergebnisse stimmen gut mit der theoretischen

Kurve fiir isotrope Verteilung gemil (8.3) iiberein.

9. Zusammenfassung

Fir das in 2. beschriebene Modell wird die Beein-
flussung der Lebensdauer eines elektrischen Dipols
durch eine ebene Grenzfliche zu einem Medium mit
anderen optischen Konstanten mit den Methoden
der molekularen Optik ausfiihrlich hergeleitet und
diskutiert, wobei sich die bereits in einer fritheren
Arbeit ¢ genannten Ergebnisse ergeben. Die Nihe-
rung dieser ,,Polarisations-Methode® ist unmittelbar
einzusehen (Vernachldssigung der Wechselwirkung
der induzierten Dipole), Moglichkeiten zur Verbes-
serung und sogar ein exakter Ansatz ergeben sich
fast zwangslaufig (vgl. 4). Die theoretischen Ergeb-
nisse fiir isotrope Verteilung stimmen gut mit den
Mefergebnissen iiberein (vgl. Abbildung 2).
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Abb. 2. Die Lumineszenz-Lebensdauer TR :=74/7, als Funktion des Abstandes d zur dielektrischen Grenzfliche mit DELTA:
=d:=k,d=2an, d/A. — Theoretische Kurven mit a gemiB (7.3), n;:=1.52, ny:=1 und ¢, :=1.

7} /1 senkrechter Dipol (#:=0) gemiB (8.2) ;
15 |t isotrope Verteilung gemiB (8.3) ;

XXX

77 |7 : paralleler Dipol (:=x/2) gemmaf (8.1);

757 /7 : experimentelle Ergebnisse mit 7 : =0.72 ms.

Abb. 2 wurde direkt vom Calcomb-Plotter der ,.Gesellschaft fiir wissenschaftliche Datenverarbeitung mbH, Gittingen®, an
der auch die numerischen Rechnungen durchgefiihrt wurden, gezeichnet.

Anhang

Integrale zur Polarisations-Methode

Die in 6. auftretenden Integrale

L=1,)= [doe/o (A1)
5
lassen sich auf I, zuriickfithren:
o @2in-t { Lon-d (;'_1)!}
I”(>= i A | 26 . :
2 (n—1)! 1 »gl (2i9)”
n=2, ganz (A.2)

wie man leicht durch vollstandige Induktion zeigt.
Das Integral

1,(0) =[doe?efo=inf2 - {Ci(29)
5

+i-Si(26))  (A3)
setzt sich aus den Funktionen
Ci(x)= — [dtcost/t (A.4)
Si(z) = [ dtsin¢/t (A.5)
0

zusammen, vgl. etwa 1!, S. 17, S. 31. Ci heif}it Inte-
gral-Cosinus, Si heifit Integral-Sinus. Fiir grofle z
gelten die Naherungen

Ci(x) 22 sin z/x fir x>1 (A.6)

Si(r)2*a—coszfr fir x>1 (A.7)
und damit

8-1,(8) = ; ¢2id fir 0>1.  (A.8)

In 6. benotigen wir noch das Integral tiber I,
A A 0o oo A
Jadl1L Q) =[dlfdoe®fo =[Cfdee™/e]

4
+6fdfi_,‘e2i=’/4“ —A-1,(4) — 8-1,(5)
4 (1/24) €24 — (1/2i) €2, (A.9)

wie man leicht durch partielle Integration findet.

Mit (A.8) folgt fir 4—

[dZ1@) = —31,(8) — (1/20) €. (A.10)
5 ¥
Die in 6. wichtigen Integrale I, sind gemafl (A.2)f.
ausfiihrlich in Tab. 1 zusammengestellt.

Herrn Prof. Dr. H. Kuhn danke ich fiir die An-

regung zur vorliegenden Untersuchung.
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